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Ιανουάριος 13 – Μελάς 
ΘΕΜΑ 1 (2 μονάδες) 

Επιλύστε με μεθόδους γραμμικής άλγεβρας ( μέθοδο οριζουσών, μέθοδο απαλοιφής Gauss-Jordan, μέθοδο 

απαλοιφής Gauss) για τις διάφορες τιμές του α το ακόλουθο γραμμικό σύστημα. A X b  , όπου 
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 Εάν 
22 0a a    (Δ=9, α1=-2, α2=1) τότε 

o Για α= -2, 
2 31 3a a a     δηλαδή το σύστημα είναι 
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, rankA=2 rank[A|b]=3 άρα το σύστημα είναι αδύνατο. 

o Για α=1, 
2 31 0a a a     δηλαδή το σύστημα είναι 
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, rankA=1=rank[A|b]= άρα το σύστημα έχει άπειρες λύσεις 

1 1x y z x y z        

και η γενική μορφή των λύσεων είναι 

( , , ) (1 , , ) (1,0,0) ( 1,1,0) ( 1,0,1)x y z y z y z y z         με ελεύθερες παραμέτρους τα y,z. 

Ο χώρος των λύσεων δεν αποτελεί διανυσματικό χώρο γιατί μεταξύ άλλων δε περιέχει το (0,0,0) λόγω 

του σταθερού προσθετέου. Γεωμετρικά ο χώρος των λύσεων αποτελεί επίπεδο που διέρχεται από το 

(1,0,0) και τα σημεία (-1,1,0), (-1,0,1). 

 

 Εάν 
22 0a a   , δηλαδή για 2,1a   , το σύστημα έχει μοναδική λύση. Με προς τα πίσω αντικατάσταση 

έχουμε, 
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Ο χώρος των λύσεων αποτελείται από ένα μόνο σημείο του 
3
 και δεν αποτελεί διανυσματικό χώρο (αφού η λύση 

είναι διάφορή του μηδενός). 
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ΘΕΜΑ 2 (2 μονάδες) 

Δίνεται ο πίνακας 
1 1

0 0

 
   

 
 

α) Είναι προφανές (δηλαδή χωρίς να κάνετε υπολογισμό) ότι διαγωνοποιείται ο Α και γιατί? 

β) Να βρείτε τις ιδιοτιμές του Α και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους τους. 

γ) Βρείτε τη διάσταση και μία βάση του ιδιοχώρου σε κάθε περίπτωση. Τι αντιπροσωπεύουν οι ιδιοχώροι 

γεωμετρικά? 

δ) Διαγωνοποιήστε τον Α και επαληθεύστε τη σχέση διαγωνοποίησης. 

ε) Υπολογίστε τον Α
33

. 
Λύση 

Ιδιοτιμές 1 21, 0   , (τριγωνικός, τα διαγώνια στοιχεία είναι οι ιδιοτιμές), διακριτές άρα 

διαγωνοποιείται. 
 

Για την ιδιοτιμή 1 1  , επιλύουμε το σύστημα 
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Άρα ο ιδιοχώρος για 1 1   είναι το σύνολο των διανυσμάτων 1 2 1 1 1( , ) ( ,0) (1,0),   x x x x x    

και το ιδιοδιάνυσμα είναι το 
1 (1,0)Tu  .  

Βάση του ιδιοχώρου {
1 (1,0)Tu  }, διάσταση 1, ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων στη 

διεύθυνση του (1,0) 
 

Για την ιδιοτιμή 2 0  , επιλύουμε το σύστημα 

1

1 2 1 2

2

1 1 0
( 0 ) 0 0

0 0 0

x
A I x x x x x

x

    
             

    
 

Άρα ο ιδιοχώρος για 2 0   είναι το σύνολο των διανυσμάτων 1 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( 1,1),   x x x x x x      

και το ιδιοδιάνυσμα είναι το 
2 ( 1,1)Tu   . 

Βάση του ιδιοχώρου {
2 ( 1,1)Tu   }, διάσταση 1, ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων στη 

διεύθυνση του (-1,1) 
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ΘΕΜΑ 3 (2 μονάδες)  

Βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f(x,y) = x+y πάνω στον κύκλο 2 2 1.x y   Ερμηνεύστε γεωμετρικά. 

Λύση 
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, 
4 4

det 0
2 2

H H      άρα ελάχιστο 

και det 48 0H H     και στις δύο περιπτώσεις. 

Γεμετρικά : τομή της συνάρτησης (επίπεδο) με το κύκλο, τα κρίσιμα σημεία είναι τα 

αντιδιαμετρικά σημεία του κύκλου όπου η συνάρτηση μεγιστοποιείται και ελαχιστοποιείται. 
 
ΘΕΜΑ 4 (2 μονάδες) 

Η τιμή p και η ποσότητα ζήτησης q ενός προιόντος δίνεται απο τον πίνακα  

p q 

5 4 

6 3 

7 1 

 

Βρείτε την ευθεία της απλής γραμμικής παλινδρόμησης και στην συνέχεια εκτιμήστε την ποσότητα ζήτησης 

q για p=6,5. 

 

Λύση Θα βρούμε την ευθεία (με απόδειξη) q=11.67-1.5p 

Για p=6.5, q=11.67-1.5*6.5=1.92 

Ζητούμενη ευθεία : q a p    
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Από τις (1) και (2) α=11,67 και β= -1.5 άρα  q=11.67-1.5p 

Για p=6.5, q=11.67-1.5*6.5=1.92 

Εσσιανός 
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 6 0, 24 0aaF H     θετικά ορισμένος άρα ελάχιστο. 

 
ΘΕΜΑ 5 (2 μονάδες) 

Να υπολογιστεί το ακόλουθο ολοκλήρωμα 
2
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1
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I x dydx   αφού πρωτα σχεδιασθεί η περιοχή 

ολοκλήρωσης. Στη συνέχεια να γίνει αντιστροφή της σειράς ολοκλήρωσης ως προς τις μεταβλητές x και y 

και να επαληθευτεί ότι ανεξάρτητα απο τη σειρά ολοκλήρωσης προκύπτει η ίδια τιμή του ολοκληρώματος. 
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Αλλαγή σειράς :  
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